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So s¸nh c¸c trung b×nh sau ph©n tÝch ph−¬ng sai 
Comparison of treatment means after analysis of variance 

NguyÔn §×nh HiÒn1 

     Summary  
The paper introduces methods for comparison of treatment means following analysis of 

variance (ANOVA). If the null hypothesis in the analysis of variance is rejected, the next step is 
to compare the treatment means (post hoc comparisons). Different tests such as LSD, ScheffÐ, 
Tukey, Bonferroni, S-N-K and Duncan are presented with recommendations, especially 
concerning the cases of  equal numbers and non-equal numbers of replicates. 
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   Ph©n tÝch ph−¬ng sai mét nh©n tè víi a møc: A1, A2,  .  .  . , Aa ®−îc b¶ng:  
Nguån 

biÕn ®éng 
BËc tù 

do 
Tæng b×nh 

ph−¬ng 
B×nh ph−¬ng 
trung b×nh 

Gi¸ trÞ F thùc 
hiÖn 

Gi¸ trÞ tíi 
h¹n F 

Nh©n tè a-1 
dfA 

 
SSA 

MsA = SSA/dfA Ftn = msA/msE F(α,dfA,dfE) 

Sai sè n-a 
dfE 

 
SSE 

msE   

Toµn bé n-1 SSTO    
Trong ph©n tÝch ph−¬ng sai mét nh©n tè msE ®−îc ký hiÖu lµ se2, se ®−îc gäi lµ sai sè thÝ 
hiÖm, dfE lµ bËc tù do cña sai sè. 
NÕu Ftn ≤ F (α, dfA,dfE) th× chÊp nhËn gi¶ thiÕt H0: “C¸c trung b×nh cña c¸c møc b»ng nhau”.  

Õu ng−îc l¹i th× b¸c bá H0, tøc lµ chÊp nhËn H1: “ C¸c trung b×nh cña c¸c møc kh«ng b»ng 
au”. 
Ph©n tÝch ph−¬ng sai hai hay ba nh©n tè th× cã nhiÒu gi¶ thiÕt øng víi c¸c trung b×nh kh¸c 

au (trung b×nh cña nh©n tè 1, trung b×nh cña nh©n tè 2, trung b×nh cña t−¬ng t¸c, . . .).  
Sau khi ph©n tÝch ph−¬ng sai vµ kÕt luËn “C¸c trung b×nh cña c¸c møc kh¸c nhau” th× vÊn ®Ò 

t ra lµ cÇn so s¸nh c¸c trung b×nh ®Ó biÕt cô thÓ c¸c trung b×nh nµo b»ng nhau, c¸c trung b×nh 
o kh¸c nhau. 
§Ó kiÓm ®Þnh gi¶ thiÕt vÒ sù b»ng nhau cña mét lo¹i trung b×nh ph¶i tÝnh tû sè Ftn. B×nh 
−¬ng trung b×nh dïng lµm mÉu sè trong Ftn chÝnh lµ b×nh ph−¬ng cña sai sè dïng trong viÖc 
c l−îng vµ so s¸nh c¸c trung b×nh t−¬ng øng, cßn bËc tù do t−¬ng øng cña mÉu sè ®−îc gäi lµ 
c tù do cña sai sè.  

Chóng ta sÏ gäi sai sè lµ se cßn bËc tù do lµ dfE. 

                                               
 Khoa S− ph¹m kü thuËt, Tr−êng §HNNI 

227 



 
 
 
 
 

 
 

So s¸nh c¸c trung b×nh sau ph©n tÝch ph−¬ng sai 

 
 Sai sè cña trung b×nh lµ:     
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seyys 2)( 21 =−  Sai sè cña hiÖu hai trung b×nh  

 
D−íi ®©y lµ mét sè c¸ch so s¸nh c¸c trung b×nh sau khi ph©n tÝch ph−¬ng sai. 

 
1. So s¸nh hai trung b×nh 

So gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña hiÖu hai trung b×nh mi vµ mj  víi ng−ìng LSD (sai kh¸c cã ý nghÜa nhá 
nhÊt - Least significant difference) 

   
   
   

)(),2/(ij rr
msEdfEtLSD +×= α 11

i j

trong ®ã α lµ møc ý nghÜa cña kiÓm ®Þnh (tøc x¸c suÊt ®−a ra kÕt luËn sai lÇm: “ hai trung b×nh 
kh¸c nhau” khi hai trung b×nh thùc sù kh«ng kh¸c nhau), dfE lµ bËc tù do cña sai sè,  msE = s2

e , 
se lµ sai sè thÝ nghiÖm, ri vµ rj lµ c¸c lÇn lÆp cña møc Ai vµ Aj  
 
  NÕu | xi  -  xj | ≤   LSDij   kÕt luËn hai trung b×nh mi vµ mj b»ng nhau 
   

NÕu |  xi  -  xj |  >    LSDij   kÕt luËn hai trung b×nh mi vµ mj kh¸c nhau. 
 
Khi sè lÇn lÆp b»ng nhau (®Òu b»ng r) LSD b»ng 
 
  r

msEdfEtLSD 2),2/( ××= α
 

 
2. So s¸nh nhiÒu trung b×nh (multiple comparaison) khi sè lÇn lÆp b»ng nhau 

NÕu cã a trung b×nh th× tÊt c¶ cã a(a-1)/ 2 cÆp trung b×nh cÇn so s¸nh. Cã nhiÒu ph−¬ng 
ph¸p, th−êng gäi lµ kiÓm ®Þnh (test), ®Ó so s¸nh vµ ®−îc chia thµnh c¸c nhãm sau: 

a. Mét ng−ìng so s¸nh cho tÊt c¶ c¸c cÆp 
TÊt c¶ c¸c cÆp trung b×nh ®Òu ®−îc so s¸nh theo cïng mét c¸ch: lÊy gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña 

hiÖu hai trung b×nh råi so víi mét ng−ìng. NÕu bÐ h¬n ng−ìng th× coi nh− hai trung b×nh b»ng 
nhau, ng−îc l¹i th× coi nh− kh¸c nhau. 

a1- KiÓm ®Þnh LSD 
NÕu −íc l−îng gi¸ trÞ trung b×nh th× nöa chiÒu dµi kho¶ng −íc l−îng b»ng: 

 
    
         (1)                      yst

r
sedfEtL ×=×= ),2/(α
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NÕu so s¸nh hai trung b×nh th× dïng ng−ìng kiÓm ®Þnh: 
  

             
)(2),2/( ji yyst

r
msEdfEtLSD −×=××= α (2)  

  
Gäi hÖ sè t(α/2, dfE) ë hai c«ng thøc (1) vµ (2) lµ hÖ sè nh©n t  

Ph−¬ng ph¸p LSD lµ ph−¬ng ph¸p kinh ®iÓn ®−îc dïng tõ l©u vµ quen thuéc víi ng−êi dïng.  
C¸c nghiªn cøu sau nµy chøng tá nÕu dïng kiÓm ®Þnh LSD ®Ó so s¸nh tÊt c¶ c¸c cÆp trung 

b×nh th× x¸c suÊt cã kÕt luËn sai: “ hai trung b×nh kh¸c nhau” khi hai trung b×nh thùc sù kh«ng 
kh¸c nhau sÏ kh«ng cßn lµ α mµ lín h¬n nhiÒu lÇn. ThÝ dô khi so hai trung b×nh víi α= 0,05 nÕu 
cã 4 møc, tøc lµ 6 cÆp trung b×nh th× x¸c suÊt cã kÕt luËn sai cã thÓ lín h¬n 0,2.  

Nh− vËy chØ nªn dïng LSD khi so s¸nh mét cÆp (hoÆc mét vµi cÆp ) trung b×nh nµo ®ã mµ 
chóng ta cã ý ®å so s¸nh khi thiÕt kÕ thÝ nghiÖm chø kh«ng nªn dïng ®Ó so s¸nh tÊt c¶ c¸c cÆp 
trung b×nh sau khi xö lý d÷ liÖu. 

a2-  KiÓm ®Þnh ScheffÐ 
KiÓm ®Þnh ScheffÐ còng dïng (1) vµ (2), nh−ng thay cho hÖ sè nh©n t lµ hÖ sè nh©n s 

),,( dfEdfAFdfAs α×=
trong ®ã dfA lµ bËc tù do øng víi b×nh ph−¬ng trung b×nh n»m ë tö sè cña Ftn, dfE lµ bËc tù do 
cña sai sè, F(α,dfA,dfE) lµ gi¸ trÞ tíi h¹n trong ph©n phèi Fisher- Snedecor. 

Ph−¬ng ph¸p ScheffÐ dïng ®Ó so s¸nh mäi cÆp trung b×nh vµ cßn më réng ®Ó kiÓm ®Þnh mäi 
t−¬ng ph¶n (contrast).  

KiÓm ®Þnh ScheffÐ  ®−îc gäi lµ b¶o thñ v× ng−ìng  so s¸nh qu¸ lín. 

a3- KiÓm ®Þnh HSD cña Tukey (cßn gäi lµ kiÓm ®Þnh Tukey - Cramer) 
KiÓm ®Þnh HSD (Honestly significant difference) dùa trªn viÖc nghiªn cøu c¸ch so s¸nh 

theo ph−¬ng ph¸p LSD gi÷a “trung b×nh nhá nhÊt vµ trung b×nh lín nhÊt” ®Ó ®−a ra hÖ sè nh©n w 
thay cho hÖ sè t trong (1) vµ (2) 

2
),,( dfEaqw α

=

q(α,p,dfE) ®−îc cho trong c¸c b¶ng sè thèng kª víi tªn gäi b¶ng c¸c ph©n vÞ  trong ph©n 
phèi cña ph¹m vi kiÓu Student (hay Student ho¸). 
(Selected percentiles of Studentized range distributions hayUpper percentage points of the 
Studentized range), trong ®ã: 

α lµ møc ý nghÜa cña kiÓm ®Þnh  
p  lµ tham sè cña ph©n phèi (ë ®©y lÊy p = a)  
dfE lµ bËc tù do cña sai sè.    
Ng−ìng tÝnh theo HSD lín h¬n ng−ìng tÝnh theo LSD vµ nhá h¬n ng−ìng tÝnh theo 

ScheffÐ. 

a4- KiÓm ®Þnh Bonferroni 
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So s¸nh c¸c trung b×nh sau ph©n tÝch ph−¬ng sai 

Khi cã k cÆp trung b×nh cÇn so s¸nh th× dùa trªn nhËn xÐt vÒ khuyÕt ®iÓm cña kiÓm ®Þnh 
LSD Bonferroni thay hÖ sè nh©n t trong (1) vµ (2) b»ng hÖ sè nh©n t’ 

 
   t =  t(α /2, dfE)          t’ =  t(α’,dfE)   víi  α’ = α/2k 
ThÝ dô cã 5 trung b×nh cÇn so s¸nh, tÊt c¶ cã k = 5 x 4 / 2 = 10 cÆp trung b×nh.  
Gi¶ sö α = 0,05 vµ bËc tù do dfE = 65 
       α = 0,05             α’ = 0,05/ 20 = 0,0025 hay 0,25% 
          t=  t(0,025,65) = 1,997  t’ = t(0,0025,65) = 2,906 
 
Sau ®©y lµ thÝ dô vÒ so s¸nh 5 trung b×nh víi sè lÇn lÆp  r = 14; α = 0,05; dfE = 65 
       m1 = 4,050; m2 = 4,429; m3 = 4,900; m4 = 5,343; m5 = 5,921;  se = 1,633 
Ng−ìng:  
 LSD      1,997 x 1,633 x      = 1,997 x 0,6172 = 1,233 

2
14

    
 
Tukey Cramer     
     

735,1
14
2633,1

2
1975,3 =×××

 
Bonfferroni   
    

794,1633,1906,2 =××
14

2

 
ScheffÐ    
     

957,1
14
2633,1513,24 × =××

 
b. NhiÒu ng−ìng so s¸nh cho c¸c cÆp. 

NÕu s¾p xÕp c¸c trung b×nh tõ nhá ®Õn to th× cã c¸c kiÓm ®Þnh víi nhiÒu ng−ìng so s¸nh, 
cßn gäi lµ kiÓm ®Þnh ®a ph¹m vi (multiple range test). Hai trung b×nh kÒ nhau dïng ng−ìng so 
s¸nh víi tham sè p = 2, hai trung b×nh c¸ch nhau mét (tøc lµ ë gi÷a cã mét trung b×nh) dïng 
ng−ìng víi p =3, c¸ch nhau hai th× p = 4 . . . 

 b1- KiÓm ®Þnh Student - Newman - Keuls (Gäi t¾t lµ kiÓm ®Þnh S-N-K) 
C¸c ng−ìng so s¸nh  

  W(p) = q (α,p,dfE) sy =q(α,p,dfE)x 
 
trong ®ã q (α, p,dfE) lµ trÞ lÊy trong b¶ng c¸c ph©n vÞ trong ph©n phèi cña ph¹m vi kiÓu 

Student (hay Student ho¸) ®· giíi thiÖu ë môc a3 (KiÓm ®Þnh Tukey Cramer) 
α lµ møc ý nghÜa, p lµ tham sè, dfE lµ bËc tù do cña sai sè, sy lµ sai sè cña mét trung b×nh. 

  
 
ThÝ dô víi dfE = 24; se2 = 11,79 ; r = 5  ta cã      sy =     
      

r
se2

536,1
5
79,11

=

  
C¸c gi¸ trÞ W(p) ®Ó so s¸nh 6 trung b×nh 
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p 2 3 4 5 6 
q(0,025,p,24) 2,92 3,53 3,90 4,17 4,37 
W(p) 4.5 5,4 6,0 6,4 6,7 

 
¸p dông vµo 6 trung b×nh xÕp tõ nhá ®Õn to ta cã kÕt qu¶ sau: 
 
     13,3 14,6    18,7      19,9         24,0  28,8 
 
        

b2- KiÓm ®Þnh Duncan 
  KiÓm ®Þnh Duncan dïng c«ng thøc t−¬ng tù kiÓm ®Þnh S-N-K nh−ng chän møc ý nghÜa α’ 

tuú theo a - sè c«ng thøc cÇn so s¸nh  
  α’ = 1 - (1 - α)a-1  

(thÝ dô a = 3  α = 0,05    α’ = 0,0975;   a = 4       α’= 0,14 ) 
Duncan lËp ra b¶ng sè t−¬ng tù b¶ng c¸c ph©n vÞ trong ph©n phèi cña ph¹m vi kiÓu Student, tõ 
®ã t×m ®−îc ng−ìng so s¸nh  

 

r
se2

  R(p) = q(α’,p,dfE) sy  = q(α’,p,dfE)x 
 
 
p 2 3 4 5 6 
q(α’,p,24) 2,92 3,07 3,15 3,22 3,28 
R(p) 4,5 4,7 4,9 5,0 5,1 

 
  ¸p dông vµo thÝ dô trªn cho kÕt qu¶ t−¬ng tù kiÓm ®Þnh S-N-K 
 

3. So s¸nh nhiÒu trung b×nh (multiple comparaison) khi sè lÇn lÆp kh«ng b»ng nhau 
Khi −íc l−îng ®èi víi trung b×nh mi theo LSD ph¶i thay sy trong c«ng thøc (1)  

®èi víi nöa kho¶ng tin cËy L b»ng  syi  ®Ó cã c«ng thøc (1’) 
    
                (1’) 
    

  §èi víi c¸c −íc l−îng theo ScheffÐ, Tukey Cramer, Bonferroni còng lµm t−¬ng tù. 
Khi so s¸nh hai c«ng thøc cã trung b×nh mi vµ mj víi sè lÇn lÆp kh¸c nhau th× ph¶i thay 2/ r trong  
c«ng thøc tÝnh s(yi  -  yj ) b»ng (1/ ri + 1/ rj ) ®Ó cã (2’) 

i
i

yst
r

sedfEtL ×=×= ),2/(α

  
 
       (2’) 

    
)()11(),2/( ji

ji
yyst

rr
msEdfEtLSD −×=+××= α

 
§èi víi c¸c kiÓm ®Þnh  cña ScheffÐ, Tukey Cramer, Bonferroni lµm t−¬ng tù. 
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So s¸nh c¸c trung b×nh sau ph©n tÝch ph−¬ng sai 

 
  §èi víi c¸c kiÓm ®Þnh S-N-K vµ Duncan th× thay sy =            b»ng  

se2

)11(2

ji rr
se +

r
 
 

Mét sè kiÓm ®Þnh kh¸c 

KiÓm ®Þnh Dunnet 
 Khi so s¸nh c¸c trung b×nh nÕu cã ®èi chøng th× nªn dïng kiÓm ®Þnh Dunnett (cã thÓ kiÓm 

®Þnh mét phÝa vµ hai phÝa).  
 §èi víi kiÓm ®Þnh Dunnett th×  dïng b¶ng sè riªng ®Ó tÝnh hÖ sè nh©n tD thay cho hÖ sè t 

trong c«ng thøc (2) cña LSD. NÕu sè lÇn lÆp kh«ng b»ng nhau th× thay 2/ r b»ng (1/ ri + 1/ rj). 
  Ngoµi c¸c kiÓm ®Þnh mét ng−ìng chung hoÆc nhiÒu ng−ìng ®· nªu trong c¸c ch−¬ng tr×nh 

m¸y tÝnh cßn mét sè kiÓm ®Þnh kh¸c nh− kiÓm ®Þnh Tukey b, Waller-Duncan, Hochberg GT2, 
Gabriel, Sidak, kiÓm ®Þnh F cña REGW (Ryan-Einot-Gabriel-Welsch), kiÓm ®inh ph¹m vi cña 
REGW. 

Mét sè kiÓm ®Þnh cã c¸ch tiÕp cËn rÊt míi vµ kh«ng theo c¸c lËp luËn quen thuéc trong 
thèng kª kinh ®iÓn víi c¸c tÝnh to¸n kh¸ phøc t¹p.  

KiÓm ®Þnh khi c¸c ph−¬ng sai cña c¸c møc kh«ng b»ng nhau 
Mét trong nh÷ng gi¶ thiÕt c¬ b¶n cña  ph©n tÝch ph−¬ng sai lµ c¸c sai sè ph©n phèi chuÈn 

víi ph−¬ng sai b»ng nhau σ2. Khi ph©n tÝch ph−¬ng sai ph¶i kiÓm ®Þnh gi¶ thiÕt c¸c ph−¬ng sai 
cña c¸c møc cña nh©n tè b»ng nhau (dïng kiÓm ®Þnh Bartlett hay Levene). 

C¸c kiÓm ®Þnh nªu ë c¸c phÇn trªn ®Òu ®ßi hái c¸c ph−¬ng sai cña c¸c møc b»ng nhau.  
Trong c¸c ch−¬ng tr×nh m¸y tÝnh cã c¸c kiÓm ®Þnh kh«ng ®ßi hái c¸c ph−¬ng sai cña c¸c 

møc b»ng nhau nh− kiÓm ®Þnh T2 cña Tamhane, Dunnett T3 vµ Dunnett C, Games Howel. 
Trong lóc chê ®îi c¸c nghiªn cøu míi ®Ó ®¸nh gi¸ kü h¬n c¸c kiÓm ®Þnh th× theo lêi khuyªn 

trong mét sè tµi liÖu nÕu so s¸nh mét sè Ýt cÆp trung b×nh ®· cã ý ®å so s¸nh tõ tr−íc cã thÓ dïng 
kiÓm ®Þnh LSD, nÕu so s¸nh víi ®èi chøng th× dïng Dunnett, nÕu so s¸nh tÊt c¶ c¸c cÆp trung 
b×nh th× dïng Tukey HSD. NÕu s¾p xÕp c¸c trung b×nh theo thø tù tõ nhá ®Õn lín sau ®ã ph©n 
chia thµnh mét sè nhãm ®ång nhÊt th× dïng kiÓm ®Þnh   S-N-K hoÆc Duncan, tuy nhiªn cÇn chó 
ý lµ tuy hai kiÓm ®Þnh nµy ®−îc ng−êi sö dông hoan nghªnh v× ®¬n gi¶n vµ s¸t thùc tÕ nh−ng l¹i 
kh«ng ®−îc c¸c nhµ nghiªn cøu lý thuyÕt thèng kª c«ng nhËn v× kh«ng chÆt chÏ trong chøng 
minh. 
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